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§ t u t v | }�| s6| } ¢$y z �>� w v {��2} | ~��6| u t	�-t t sK�6t v z u t �Kz sKy �2t	x-| x-t v ����t	w �2y | z sKy �2t	� } w ~ t ��� w v {¿x2v z � t
� w v {��2} |�w �8y �6t�~ �6w �6y�¼2w$w v�| s6�	y �6t�z s$y t � v | }-v t x6v t ~ t s$y | y z w s>w �8y �6t�~ �2w �2y z s6��x6v t {�z �6{pw �8y �6t�v t ~ t y
x2�6y
w x6y z w s����2v w {^y �6t�z s$y t � v | }8v t x2v t ~ t s$y | y z w s�w ��y �2t�~ �6w �6y z s2��x2v t {�z �2{��$��t��2t v z u t�y �2t�z s$y t � v | }8t À$�-| y z w s
� w v�y �2t>�6t y t v {�z s6| y z w sWw ��y �6t�~ �2w �2y z s6���-w �2s6�6| v ¢K| s6��� w {�x2�6y t>y �2t>u | } �2t�w ��y �2t>v t ~ t y�x6�2y�w x2y z w s
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Á6Â Ã Ä2Å	Æ Ç6È�É È Ê Á2É Â Ã Ë È�Ã Ä$Æ È Å É Ì Æ Ã Í Ä�Î�È Æ Ç2Í$Ï�Ð�Ñ�È�Ì Ò Â Í	Ê Í Î�Ó2Á6Æ È�Æ Ç6È�Ë Ì Ò Á6È Â�Í Ô�Æ Ç2È�Â Ç2Í Á2Æ�Õ6Í$Í É Â�Ì Ä2Ï�É È Â È Æ
Ó2Á6Æ�Í Ó6Æ Ã Í Ä-Â�Á6Â Ã Ä2Å	Æ Ç2È�Ö6Ã Ä6Í Î�Ã Ì Ò�Î�È Æ Ç6Í$Ï8Ð�×
Í Æ Ç�Æ Ç6È�Ö2Ã Ä2Í Î�Ã Ì Ò�Î�È Æ Ç2Í$Ï�Ì Ä2Ï�Æ Ç2È�É È Ê Á6É Â Ã Ë È�Ã Ä$Æ È Å É Ì Æ Ã Í Ä
Î�È Æ Ç6Í$Ï	Å Ã Ë È�Ç2Ã Å Ç6Ò Ø	Ì Ê Ê Á6É Ì Æ È�É È Â Á6Ò Æ Â�Ô Í É�Æ Ç2È�Ó6É Ã Ê È�Ô Á2Ä6Ê Æ Ã Í Ä-Â Ð�Ù�Ç2È�Ì Ò Å Í É Ã Æ Ç2Î�Ã Ê�Ï6È Â Ã Å Ä	Í Ô8Æ Ç2È�Ö6Ã Ä6Í Î�Ã Ì Ò
Î�È Æ Ç6Í$Ï�Ã Â�Â Ã Î�Ó2Ò È É�Æ Ç-Ì Ä�Æ Ç6Ì Æ�Í Ô6Æ Ç2È
É È Ê Á6É Â Ã Ë È
Ã Ä$Æ È Å É Ì Æ Ã Í Ä	Î�È Æ Ç6Í$Ï8Ð�Ú�Í Û�È Ë È É Ü Æ Ç2È
É È Ê Á6É Â Ã Ë È
Ã Ä$Æ È Å É Ì Æ Ã Í Ä
Î�È Æ Ç6Í$Ï�É È Ý$Á6Ã É È Â�Ò È Â Â�Þ
ß�àáÆ Ã Î�È	Æ Í�Ì Ê Ç2Ã È Ë È>Æ Ç6È	Â Ì Î�È	Ò È Ë È Ò�Í Ô�Ì Ê Ê Á2É Ì Ê ØKÌ Â�Æ Ç-Ì Æ�Í Ö6Æ Ì Ã Ä6È ÏKÔ É Í Î¿Æ Ç6È
Ö2Ã Ä2Í Î�Ã Ì Ò8Î�È Æ Ç6Í$Ï8Ð

Ù�Ç2È�Î	Ì Ã Ä�Ê Í Ä$Æ É Ã Ö2Á6Æ Ã Í Ä�Í Ô�Í Á6É�Ó6Ì Ó-È É�Ò Ã È Â�Í Ä�Æ Ç6È�Æ Ç6È Í É È Æ Ã Ê Ì Ò�Ì Ä-Ì Ò Ø2Â Ã Â�Í Ô�Æ Ç6È�Ê Ç-Ì É Ì Ê Æ È É Ã â Ì Æ Ã Í Ä�Í Ô
Æ Ç6È�Í Ó6Æ Ã Î	Ì Ò�Â Ç6Í Á6Æ Ã Ä2Å	Ö-Í Á6Ä2Ï-Ì É Ø>Í Ô�Æ Ç2È�É È Â È Æ�Ó6Á2Æ�Í Ó2Æ Ã Í Ä6Â Ð�ã$Á2Ê Ç�Ì Ä-Ì Ò Ø2Â È Â�Ì É È�Î	Ì Ï2È�Ó-Í$Â Â Ã Ö6Ò È Ü6Æ Ç-Ì Ä6ä2Â
Æ Í>Æ Ç2È�Ò Ã Ä6È Ì É�Ç2Í Î�Í Å È Ä2È Ã Æ Ø�Ó2É Í Ó-È É Æ Ø>Í Ô�Æ Ç6È�Ó6É Ã Ê È�Ô Á6Ä2Ê Æ Ã Í Ä6Â�Í Ô�Ì Æ å Æ Ç6È å Î�Í Ä6È Ø�Ó2Á6Æ�Í Ó6Æ Ã Í Ä-Â Ð�ÑÃ Æ Ç�Æ Ç6È
Ã Ä6Ã Æ Ã Ì Ò8Â Æ É Ã ä È�Ó2É Ã Ê È�Â È Æ�Ì Æ
â È É Í�Ã Ä>Ì�Â Ç2Í Á2Æ�Õ6Í$Í É Ü$Û
È�Ì É È�Ì Ö6Ò È�Æ Í�Â Í Ò Ë È�Ô Í É
Ã Æ Â
Ó2É Ã Ê È�Ô Á2Ä6Ê Æ Ã Í Ä>Ê Í Î�Ó6Ò È Æ È Ò Ø Ð
æ Í É�Ô Á6Æ Á6É È�Û�Í É ä2Â Ü8Û
È�Î	Ì Ø�Ê Í Ä-Â Ã Ï6È É�É È Â È Æ�Ó2Á6Æ�Í Ó2Æ Ã Í Ä6Â�Û�Ã Æ Ç�Î�Á2Ò Æ Ã Ó2Ò È	Â Ç6Í Á6Æ Ã Ä2Å�É Ã Å Ç$Æ Â�Ì Ä6Ï�É Ã Å Ç$Æ Â�Æ Í
É È Â È Æ�Í Ä�Ö-Í Æ Ç>Æ Ç2È�Â Æ É Ã ä È�Ó2É Ã Ê È�Ì Ä6Ï>Î	Ì Æ Á6É Ã Æ Ø>Ï6Ì Æ È�Í Ô�Æ Ç2È�Í Ó6Æ Ã Í Ä�Ê Í Ä$Æ É Ì Ê Æ Ð

ç�è�æ�è�ç�è�é Þ è ã
×
É È Ä2Ä6È É Ü�êKÐ Ü ç Ð ë	Ð�ã Á6Ä2Ï-Ì É Ì ÎìÌ Ä6Ïí�Ð�î�È É Î	Ì Ê ä+ï ð ñ ñ ñ ò ópô õ�Ò Æ È É Ã Ä6Å�Æ Ç6È�Æ È É Î	Â	Í Ô�È ö$È Ê Á6Æ Ã Ë ÈKÂ Æ Í$Ê ä
Í Ó6Æ Ã Í Ä-Â Ü ÷�ø2ù ú2û ü6ý þ�ù ÿ���� ü6ý ü�� � ý þ���� ù ü6ù �	� � 
�� �$Ü� ñ � å  ð �2Ð
×
É È â Ã Â Ü$Ú�Ð Ü$Ì Ä2Ï	õ�Ð æ É Ã È Ï2Î	Ì Ä�ï  � � � ò ó�ô è Â Æ Ã Î	Ì Æ È Â�Í Ä	Æ Ç6È�Â Á2Ó6Ó-Í É Æ�Í Ô8Â Í Ò Á2Æ Ã Í Ä6Â�Í Ô-Ó6Ì É Ì Ö-Í Ò Ã Ê�Ë Ì É Ã Ì Æ Ã Í Ä-Ì Ò
Ã Ä6È Ý$Á6Ì Ò Ã Æ Ã È Â Ü ÷�� þ þ ��ø�����ý � ����ð ñ$Ü�� ð å � �2Ð
Þ
Ç2È Á6ä-Ü$Ù�Ð Ú�Ð æ Ð6Ì Ä6Ï>Ù�Ð Þ�Ð æ�� Í É Â Æ�ï  � � � ò ó�ô ã Ç6Í Á6Æ�Õ2Í$Í É Â Ü ÷�� � �!�!" #2ù 
 ú$û ��ð2Ü é Í Ë È Î�Ö-È É�Ã Â Â Á2È Ð
í�È Û�Ø$Ä6Ä2È Ü�$2Ð é Ð Ü�ã6Ð í�Ð�Ú�Í Û�Ã Â Í Ä�Ü�$6Ð ç Ð&%�Ê ä È Ä6Ï2Í ÄªÌ Ä6ÏWÑ+Ð '�Ð�(�Ã È�ï  � � � ò ó�ô õ�Â Ø$Î�Ó2Æ Í Æ Ã Ê�Ö-È Ç-Ì Ë$Ã Í É	Í Ô
Â Í Ò Á2Æ Ã Í Ä6Â8Æ Í�Æ Ç6È�ã Æ È Ô Ì Ä�Ó2É Í Ö2Ò È ÎªÛ�Ã Æ Ç�Ì�ä$Ã Ä2È Æ Ã Ê�Ê Í Ä2Ï6Ã Æ Ã Í Ä�Ì Æ�Æ Ç6È�Ô É È È�Ö-Í Á6Ä2Ï-Ì É Ø Ü ÷�ø2ù ú$û ü-ý þ2ù ÿ�)�ú 
 � û ý þ � ý ü��ý � ��� ��ý � � � ý þ�*8ù � � � � + ,�*�� û ��-.�� Ü��/ å � �2Ð
æ Í É Â Ø$Æ Ç�Ü8ß�Ð õ�Ð Ü�Ì Ä2ÏKë�Ð ç Ð � È Æ â Ì Ò�ï ð ñ ñ ð ò ó�ô '�Á-Ì Ï6É Ì Æ Ã Ê	Ê Í Ä$Ë È É Å È Ä6Ê È	Í Ô�Ì>Ó-È Ä6Ì Ò Æ Ø�Î�È Æ Ç2Í$ÏKÔ Í É�Ë Ì Ò Á2Ã Ä2Å
õ�Î�È É Ã Ê Ì Ä�Í Ó6Æ Ã Í Ä-Â Ü ÷�*0� )���ø���*�� � �	1�ù ��#��
ð �2Ü6ð ñ � � å ð� ð �$Ð
æ É Ã È Ï2Î	Ì Ä8Ü6õ�Ð8ï  � � ð ò ó�ô � Ì É Ã Ì Æ Ã Í Ä6Ì Ò�Ó2É Ã Ä2Ê Ã Ó2Ò È Â�Ì Ä6Ï>Ô É È È å Ö-Í Á2Ä6Ï6Ì É Ø�Ó6É Í Ö6Ò È Î	Â Ü ÷�ÑÃ Ò È Ø Ü é È Ûªî�Í É ä-Ð
2 É Ì Ø Ü�ã6Ð-Ì Ä2Ï ç Ð6ÑWÇ-Ì Ò È Ø�ï  � � � ò ó>ô ç È Â È Æ�Ó2Á6Æ�Í Ó2Æ Ã Í Ä6Â ó
Ë Ì Ò Á6Ì Æ Ã Í Ä�Ü-É Ã Â ä>Ê Ç6Ì É Ì Ê Æ È É Ã Â Æ Ã Ê Â Ü�Ì Ä6Ï�Ì Ä�Ì Ó2Ó6Ò Ã å
Ê Ì Æ Ã Í Ä8Ü ÷�)�ú/
 � û ý þ � ý ü�ø2ù ú$û ü-ý þ�ù ÿ3��ý ü6ý 4/� �5� ü0�8ð 62Ü� å ð ñ2Ð
Ú�Á6Ì Ä2Å6Ü�$2Ð 7�Ð Ü-êKÐ 2 Ð8ã$Á2Ö6É Ì Ç6Î	Ì Ä$Ø$Ì ÎFÌ Ä2Ï 2 Ð 2 Ð6î�ÁKï  � � � ò ó>ô ß�É Ã Ê Ã Ä6Å>Ì Ä2Ï�Ç2È Ï6Å Ã Ä2Å>õ�Î�È É Ã Ê Ì Ä�Í Ó6Æ Ã Í Ä-Â ó
Ì�É È Ê Á2É Â Ã Ë È�Ã Ä$Æ È Å É Ì Æ Ã Í Ä�Î�È Æ Ç6Í$Ï8Ü ÷98�� : � � ;ù ÿ3�!� ü-ý ü0� � ý þ�*0� ú0< � � 
 �2Ü6ð � � å � ñ ñ2Ð
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= > ? @ @ A B C�D!E C/F�E G E�H�I J�J�> J�KML�E/N�I O5P�> ? K0> Q3R S T T�U V W	X Y�> @ Z�> B ? I J�I [�\ I O5O5I/K�? B ]/^ _0> Q A K`X Q a�? J�b c	I P�B ? I J0Q C cdeI f g/? J0b5P0> P�A f�I [�B h�A i�\ j&I O _�Q�L/\ h0I/I @�I [!k&Z0Q ? J�A Q Q C�l�J�? m A f Q ? B ]�I [�N�A n�> Q�> B�o�Z�Q B ? J�E
d.? J�K0\ @ ? p�C�q	E C/D!E o E/r0I f Q ]/B h�> J0K9s9E H	E Y!A B t > @�R S T T/U > V W�Y�> @ Z0> B ? I J�I [!Q A b f A b/> B A K�[ Z�J0K0Q W�Q h0I Z0B&I P0B ? I J�Qa�? B h�O9> B Z0f ? B ]�A n/B A J�Q ? I J0Q C c�u v/w x/y z v0{ | }�~ez � ��| �5z � � { w5z v0�5��{ � v�� �	� { w	S ��C�U ^ S/U
d.? J�K0\ @ ? p�C�q	E C!D!E o E�r0I f Q ]/B h�C�> J�K�s5E H E�Y!A B t > @ R S T T/U _0V W�X L/h�I Z�B	I P�B ? I J0Q W�>�[ f > O5A a&I f g�[ I f	P0f ? \ ? J�b\ I J/B f > \ B Q�a�h�? \ h�\ > J�_�A3O5I/K0? �0A K�_/]9B h0A3? J/m A Q B I f C c����&��� ��������� ��� ��~ez � ����U � ��C�S/U � ^ S ��U E
d.? J�K0\ @ ? p�C q	E C i�E s9E ��A&H�I Z�n�C D!E o E r�I f Q ]/B h9> J0K	s5E H E Y!A B t >��0R S T T S > V W3X l�J�K0A f Q B > J�K0? J0b�B h0A&_�A h0> m/? I Z0f> J0K�h0A K�b ? J0b	I [!Q A b f A b > B A KM[ Z�J0K0Q�I p0A f ? J�b5B h�A f A Q A B�[ A > B Z�f A C c5B I9> P�P�A > f�? Je� � y � �����5| y �&��{ � ����� C
d.? J�K0\ @ ? p�C�q	E C�D!E o E�r�I f Q ]/B h�C�> J�KMs5E H E0Y!A B t > @�R S T T S _0V W9X o�JMI _�� A \ B�I f ? A J/B A KM[ f > O5A a�I f g�[ I f�m > @ Z�? J�bQ h�I Z�B I P�B ? I J0Q I J�h�? b h�P�A f [ I f O9> J�\ A9\ I O5P0Z�B A f	> f \ h0? B A \ B Z0f A Q C c�B Ie> P0P�A > f	? J`��� x�y v0z ��� �5��{ � v�� �	� { w�3� v�z �	� { w	z v0�M��� v�� y � � E
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�����������3� � � ¡���¢�£3£3¤�£3¤�¥���¦�¦e�¨§�© ª
« ¬ �® ¯ ° ± ²/³	´ µ�¶ · ¸ ¹ º&»`³	´ µ�¶ ·3¼e¹/¸ ½ º ¾�¬ ¿�À Á�Â5® ¯ À&¿ Ã	® Ã 0À ¬ Ä�¯ Å�¿ Æ�¯ À ¬ Ç �È�¯ Æ0É Ê/¬ Ã Å�Ã ËÍÌÌ µ�Î ³	´ µ�¶ · ¸ ½ º Ï ¾0Ð�Æ0¯ Å ¯

³5´ µ�¶ · ¸ ½ º&»`° Ñ�Ò ² Ó ´ ¼ Ì Ô º!¼ Ó ´ ¼ Ì�Õ º ¸×Öe» ·3¼¨Ø ÙÔÚ ¸ Ì/Ô »`Ö!Û µ�¸ Ì/Õ » Ì Ô�Ü Ú Û µ�Ý
Þ Æ�¯3Ä0¯ Å ¬ Ê É ¿ ¬ Ê ¯ Ã Ë!³5´ µ�¶ · ¸ ½ º�¬ À�Ë Ã Á0�Ä�¿ Ã5È�¯

ÌÌ µ ³5´ µ�¶ · ¸ ½ º&»`° Ñ�Ò ²3ß ¼&· Ó ´ ¼ Ì Ô º Ü Ú§ Û µ!à ´ ¼ Ì Ô º á5Ý
â ¯3Ð�Å ¬ ¿ ¯	ã�´ µ0º�»¨¼�· Ó ´ ¼ Ì/Ô º Ü Ú§ Û µ à ´ ¼ Ì/Ô º ©
´ É º â Æ0¯ �·5ä.½/¾�Ð&¯ É å Ð�É æ�À&Æ�É Ê ¯5ã�´ µ0º&ç.½5À Ã5¿ Æ0É ¿èÌÌ µ ³5´ µ�¶ · ¸ ½ º�ç.½ ©´ È0º â Æ0¯ �·5ç.½/¾�Ð&¯3¯ é�É ê5¬ 0¯3¿ Æ�¯ À ¬ Ç �È�¯ Æ�É Ê/¬ Ã Å�Ã Ë ÌÌ µ ³5´ µ�¶ · ¸ ½ º�È/æ9® Ã �À ¬ Ä0¯ Å ¬ 0Ç	¿ Æ�¯ ë�Å Ã ë�¯ Å ¿ æ9Ã Ëã0ì ´ µ0º�» Ú à ´ ¼ Ì Ô ºí Û µ ß Ö�´ Ö Ü Ú º�¼ ªµ á	Ý

â Æ0¯ 5Ö�ç.½/¸ ã ì ´ µ0º�Æ�É À!É�Á�0¬ î/Á0¯�Å Ã/Ã ¿�ïµ�» ªÖ�´ Ú Ü Ö�º © Þ Æ�¯&Ë Á�0® ¿ ¬ Ã �ã�´ µ0º�Æ�É À�¬ ¿ À!É È0À Ã å Á0¿ ¯�ê5¬ 0¬ ê9ÉÉ ¿3µe»Íïµ © Þ Ã Ç ¯ ¿ Æ�¯ Å Ð�¬ ¿ Æ�ã�´ ½ ð�º�ñóòôÉ �Ä�ã�´ ò�º õ¨½/¾�Ð�¯5® Ã 0® å Á0Ä�¯5¿ Æ�É ¿	ã�´ µ0º�Æ0É À�¯ é�É ® ¿ å æeÃ 0¯Å Ã/Ã ¿ ¬ .´ ½/¸ ò�º © â Æ0¯ �Ö¨ä ½�¸ ã ì ´ µ0º	õ ½�Ë Ã Å µ.öÍ´ ½�¸ ò�º ¶�À ÃMã�´ µ0º É å À Ã�Æ�É À ¯ é�É ® ¿ å æeÃ �¯5Å Ã/Ã ¿ ¬ ´ ½�¸ ò�º ©
������������� �¨÷3¡���¢�£ £�¤.£�¤ Þ�ø �&£3¢���¦ í © ª

¥ ¯ ¿�ù�´ ú!¸ µ0º&Ä0¯ �Ã ¿ ¯3¿ Æ�¯3Ä0¬ û�¯ Å ¯ �® ¯ È�¯ ¿ Ð�¯ ¯ �¿ Æ0¯3Ê É å Á0¯ À&Ã Ë�¿ Æ0¯3Å ¯ À ¯ ¿&ë0Á�¿&Ã ë�¿ ¬ Ã �É �Ä�¬ ¿ À&® Ã Å Å ¯ À ë�Ã �Ä0¬ 0ÇÉ ¿ ü ¿ Æ0¯ ü ê5Ã 0¯ æ ë0Á�¿!Ã ë0¿ ¬ Ã  ©�� Ã ¿ ¯�¿ Æ0É ¿!ù�´ ú!¸ µ0º&ý.½�Ë Ã Å�É å å0úMÉ �Ä	µ ©�� 	¿ Æ0¯&® Ã /¿ ¬ /Á�É ¿ ¬ Ã 5Å ¯ Ç ¬ Ã �¾ ù�´ ú!¸ µ0º¬ À&Ç Ã Ê ¯ Å 0¯ Ä�È/æ
þ0ùþ�µ ¼ Ú Ô§ ú Ô þ Ô ùþ0ú Ô ¼.´ ·3¼�¹ º ú þ�ùþ�ú Ü · ùè»¨¼�ú Î ³�ì ´ µ0º Ü ¹ ³	´ µ0º Ï ¸×½	õ.ú�õ.ú&ÿ ´ µ0º ¸ µ�ç.½/Ý

� À�µ5ñ ½ ð&¾ Ð�¯&Ã È0À ¯ Å Ê ¯&¿ Æ0É ¿&¼�ú Î ³ ì ´ µ0º Ü ¹ ³	´ µ0º Ï�ñô¼�ò ©�� À À Á0ê5¯�¿ Æ�¯&® Ã /¿ Å É Å æ ¾/À Á�ë0ë�Ã À ¯�ú ÿ ´ ½ ð�º&ç � ¾É 0Ä�® Ã 0À ¬ Ä�¯ Å�ú�öe´ � ¸ ú ÿ ´ ½ ð º º ¾�Ð&¯3Æ0É Ê ¯	ù�´ ú!¸ ½ ð º&»`½5À Ã	¿ Æ0É ¿þ�ùþ0µ ´ ú!¸ ½ ð º�»¨¼�ú Î ³�ì ´ ½ ð º Ü ¹ ³	´ ½ ð º Ï�õ.½/Ý
Þ Æ�¬ À&Ð�Ã Á�å Ä�¬ ê5ë0å æ�ù�´ ú!¸ ½ ð º�õ.½�¾0É	® Ã /¿ Å É Ä0¬ ® ¿ ¬ Ã M¿ Ã�ù�´ ú!¸ µ0º�ý.½	Ë Ã Å�É å å�µ © Þ Æ0¯ Å ¯ Ë Ã Å ¯ ¾�Ð&¯3ê	Á0À ¿�Æ�É Ê ¯ú ÿ ´ ½ ð º�ä � ©�£ �¿ Æ�¯ Ã ¿ Æ�¯ Å�Æ�É 0Ä�¾0À ¬ 0® ¯ ¿ Æ0¯3Å ¯ À ¯ ¿3À ¿ Å ¬ � ¯ ê	Á0À ¿�0Ã ¿�È�¯3å Ã Ð&¯ Å�¿ Æ0É �¿ Æ0¯3Ã Å ¬ Ç ¬ �É å!À ¿ Å ¬ � ¯ ¾Ð&¯3¿ Æ0¯ �Æ�É Ê ¯	ú ÿ ´ ½ ð�º&ý � ©�� Ã ê È0¬ 0¬ 0Ç	¿ Æ�¯ Å ¯ À Á�å ¿ À ¾�Ð�¯ Ã È0¿ É ¬ Mú ÿ ´ ½ ð!º�» � ©

ª �
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recursive
extrapolated integration
N  = 1000 N = 64

0.1 0.06 0.03 95 3.7974 3.7971 3.7972 3.7975
100 4.5124 4.5118 4.5120 4.5125
105 5.4995 5.4988 5.4990 5.4996

0.1 0.03 0.06 95 15.3583 15.3570 15.3571 15.3605
100 17.1770 17.1760 17.1763 17.1764
105 19.7754 19.7747 19.7749 19.7752

0.2 0.06 0.03 95 12.3779 12.3776 12.3776 12.3782
100 13.5807 13.5799 13.5803 13.5810
105 14.9688 14.9684 14.9687 14.9691

0.2 0.03 0.06 95 24.4384 24.4376 24.4377 24.4382
100 26.4197 26.4187 26.4191 26.4199
105 28.7275 28.7269 28.7272 28.7278

0.3 0.06 0.03 95 21.8264 21.8261 21.8264 21.8270
100 23.3167 23.3156 23.3161 23.3173
105 24.9434 24.9426 24.9426 24.9440

0.3 0.03 0.06 95 34.1756 34.1746 34.1715 34.1762
100 36.2954 36.2940 36.2946 36.2962
105 38.6219 38.6207 38.6209 38.6227

- 3.7e-3 2.6e-3 2.9e-3
- 1.88 2.35 0.17

RMSE
CPU time (sec)

binomial method

N = 50000 N  = 1000
σ r q X
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number of
time steps

(binomial; recursive) RMSE CPU (sec) RMSE CPU (sec) RMSE CPU (sec)
1000; 64 3.7e-3 1.88 2.6e-3 2.35 2.9e-3 0.17

2000; 128 1.7e-3 7.6 1.0e-3 9.3 8.5e-4 0.63
4000; 256 7.4e-4 30 4.5e-4 37 3.7e-4 2.7
8000; 512 3.3e-4 123 1.9e-4 171 1.6e-4 8.7

binomial method recursive
integration methodwithout extrapolation with extrapolation
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